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Corrigé du Devoir Surveillé 5
Version longue
Matrices, Analyse asymptotique,
Ensembles et applications

Probléme I - Matrices

1 -1 -1
Onpose A=|-1 1 -1
-1 -1 1
Partie 1 : Par la division euclidienne

1. On a le produit matriciel suivant :

1 -1 -1 1 -1 -1 3 -1 -1
A2=-1 1 -1 -1 1 —-1]=(-1 3 -1
-1 -1 1 -1 -1 1 -1 -1 3
Conclusion,
3 -1 -1
A2=[-1 3 -1
-1 -1 3

2. Par la question précédente, on observe directement que

]A2:A+213.\

3. Par la question précédente, on a

A-1T
A2 A=2I; &  AA-L)=2L < A 5 5= I
On en déduit donc directement que
0o -1 -1
A—-1 1
Aest inversibleet A7 l=2"—2 - -1 0 -1
20 2\ 21 o

On pose P = X2 - X — 2.
4. Soit n € N. Par le théoreme de la division euclidienne, il existe @), et R, deux polynomes tels que
X" =Qn,P+ R,.
De plus, deg (R,) < deg (P) = 2 donc deg (R,) < 1 i.e. il existe (an,b,) € R? tel que R, = a, X + by,.

Donc
X"=Qn(X* - X —2) 4+ anX + by
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On note que —1 est une racine de P : (=1)* = (=1) =2 =14+1—-2=10. Donc P = (X + 1) (X — 2).
On évalue donc I’égalité polynomiale précédente en —1 et 2 :

{(—1)” =Qn(=1)P(=1)—ay+by,
=Qn(2)P(2)+2an + by

:_an+bn
car P,(—1)=PFP,(2) =0
{ " =2a, + by, (=1 @
1 = —Un bn
( na + Lo+ Lo— Ly
2" — (=1)" = 3ay,
n _2n42(—1)"
_ 2n— ( )"
3
Conclusion,
2" — (=1)" 2n 4+ 2(=1)"
¥neN, Ry,= ?E Vx4 +3( "

5. Soit n € N. On sait que X" = Q, P+ R,. Donc en évaluant cette égalité polynomiale en A, on obtient :

= Qn (A) (A? = A= 2I3) + Ry, (A)
=Qn(A) x O3+ R, (A) par la question [2]
= Ry (A)
2" — (—1)" 2" 4+ 2(—-1)"
= ?() ) A+ i 3( ) I3 par la question précédente.
Conclusion,
2" — (—=1)" 2"+ 2(—1)"
Vn €N, Ul Gk S O s Sk
3 3
On vérifie son résultat pour n =0, on a bien
2n — (=1)" 2" +2(—1)" 142
A I3 =0+ Is =1
3 * 3 ’ g o
Pourn =1,
2" — (=1)" 2" +2(—-1)" 2+1
DT, 22, 241,
3 3 3
Pour n =2,
2" — (=1)" 2" +2(=1)" 4-1 442
é )AL +3( ), = A+ Jg Iy = A+ 21

OK!

Partie 2 : Par diagonalisation

1 -1 -1
Soit P=|1 0 1
1 1 0

6. Appliquons l'algorithme de Gauss-Jordan. On a les opérations élémentaires suivantes :
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1 -1 -1 100
P=(1 0 1 L=|010
1 1 0 001
-1 LQ%LQ—Ll 1 00
22 B Ly Ly—L P B
0 2 1 B -1 0 1
-1 -1 1 0 0
>0 2 L3 < L3 — 2Ly A
0 0 -3 1 -2 1
-1 -1 L3 00
>0 2 Ly« —1L; ~s| -3 3 0
0 0 12 -1
-1 0 2 2 -1
Li+ Li+1L 1
7\ 0 0 LliLlJ—erS; 3|t b2
0 0 P -1 2 -1
100 AR
~10 1 0 Li<+ Li+ Lo N§ -1 -1
“\o0 01 o\ 2
Puisque P > I3, on en déduit que | P est inversible | et par ce qui précede, on a
AR S
P*lzg -1 -1 2
-1 2 -1
Vérification,
1 -1 -1 1 1 1
ppt=(1 0 1 |=(-1 -1 2 |=1I50K!

1 1 0 3 -1 2 -1
7. On a les égalités matricielles suivantes :

1 -1 -1 1 -1 -1
D=PlAPp=pP7 ' -1 1 -1 1 0 1

-1 -1 1 1 1 0
1 1 1 1 -1 -2 =2
=—-|-1 -1 2 -1 0 2
-1 2 -1 -1 2 0
1 -3 00
=3 0 6 0
0 0 6
Conclusion,
-1 0 0
D= 0 2 0
0 0 2
8. On montre par récurrence que
(-)" 0 0
Vn € N, D" = 0 2" 0
0 0 2"
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D’autre part, on a D = P~'AP donc PDP~!

obtient que

= PP 'APP~! = A. Dés lors, par récurrence, on

Vn e N, A" = pp"p~t
Donc pour n € N,
(=)™ 0 0 11 1
A" =P 0 2 0 |z -1 -1 2
0 0o 2 -1 2 -1
/1 -1 1 DT (D) (D)
=z|t 0 1 —on  —gn  ontl
1 1 0 —on  ontl o _on
A e AN G Ve,
= (-D)"—2n (=) 2t (=) —2n
()" -2 (-2 (-1
Conclusion,
/D et (—T e
vneN, At=_| (-1D)"-2" (=1"+42nFL (1" —2"
()= () -2 ()
On retrouve bien le résultat de la question [5)
—1)" —2m (=) 4 2nt 4 (=) —2n 2" — (=)™ 2x (=1)"+2"
Vn € N, An:—( )A +( )+ 3+( ) I3 = ?() )A-i- x( 3)+ Is.

Partie 3 : Par la formule de Newton
1 1 1

SoitJ=1[1 1 1
1 1 1

9. Comme dans l'interrogation 12, on a les égalités matricielles suivants :

Puis,
JB=JxJ*=Jx(3J)=3J>=3x(3J)=9J.

On intuite le résultat suivant Vn € N*, J? = 3"~1J. Procédons par récurrence. Posons pour tout
neN* P(n): «Jv=3""1]».
Initialisation. Si n = 1. Alors,
3l =J=J.
Donc Z(1) est vraie.
Hérédité. Soit n € N*. Supposons £ (n) vraie i.e. J® = 3"~ 1J. Par suite,

JHl =g J=3""1gx =312 =31 x3J
= 3"J.

par ce qui précede

Donc #(n+1).
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Conclusion, pour tout n € N*, &(n) est vraie :

I3sin=0

Vk € N Jk = L

’ ly=3k111 1 1] sik>1
111
10. On observe que
1 -1 -1
A= -1 1 -1|)=—-J+2Is.
-1 -1 1
Conclusion,
A=2I3—J.

11. Puisque les matrices Is et J COMMUTENT, par la formule du bindme de Newton, on a

A" = (213 — J)" = zn: (Z) (_1>k Jk (213)n—k _ i (Z) (_1)k: on—k

k=0 k=0

Par la question précédente, pour n > 1,

A" = 2" [ + i <Z> (_1)k on—k gk

On note que la formule reste encore vraie si n = 0. Conclusion,

Vn € N, A”:2”13+(_1)n3_2n,].
Puisque A =2I3— J, on a aussi J = 213 — A donc
Vn e N, A" =275 + (=" -2 (215 — A)
_ 2 (-1)" +3(3 —2) 2”13 . 2" —?E—l)”A
_2 (1); LA ?(’1)"14.

Ce qui est bien cohérent avec la question[5]
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Partie 4 : Par une étude de suites

On note

12.

13.

14.

E = Vect (I3,A) = { B € .#;(R) | 3(u,v) ER*, B=ulz+vA}.

Soit (\, u) € R? et (B,C) € E?. Puisque B € F, il existe (up,vp) € R? tel que B = upls + vgA. De
méme C € F donc il existe (uc,ve) € R? tel que C = ucls + voA. Dés lors,

AB+ puC = X(upls +vpA) + p(ucls + veA) = (Aup + puc) Is + (Avp + poe) A.
Posons u = Aup + puc € R et v = Avp + pve. Alors,
AB 4+ puC = uls +vA.

Donc A B+ uC € E. Conclusion,

V(\u) € R V(B,C) € E? AB+uC€E.

Soit (B, C) € E?. Comme précédemment,
I (up,vp) € R?, B =upls +vpA ET I (uc,ve) € R?, C = ucls + voA.

Donc
BC = (’U,Blg + UBA) (’U,Cfg + ch) = upucls + upvcA + vpucA + ’UBUCAz.

Par la question [2] A2 = A + 2I3. Donc

BC =ugucls + (UB’UC +vpuc) A+ vpvcA + 2vpvels
= (upuc + 2vgve) Is + (upve + vpuc + veue) A.

Posons © = upuc + 2vgve et v = ugve + vpuc + vgvc. Alors,
BC =uls +vA e E.
De plus, on a de la méme fagon,

CB = (ucls +vcA) (upls + vgA)
= ucupls + ucvpA + voupA + UC'UBA2

= upucls + ugvcA + vgucA + vpve A2 = BC.

Conclusion,

V(B,C) € E?, BCe€FE ET BC=CB.

Procédons par récurrence. Posons
Vn € N, P(n) : « A" e E.»
Initialisation. Sin = 0, alors A? = I3. Donc en prenant u = 1 et v = 0, on a bien A’ € E et Z(0) est

vraie.

Hérédité. Soit n € N. Supposons &(n) vraie i.e. A" € E. Or, en prenant u = 0 et v = 1, on a aussi
A € E. Donc en prenant B = A" et C = A, par la question précédente, on a BC = A"t! € E. Donc
P(n+ 1) est aussi vraie.

Conclusion, pour tout n € N, & (n) est vraie :

lvneN, A"€E.

/o1
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Vn €N, (up,vn) € RE, A" = u, I3 4 v,A.
15. Soit n € N. Par définition, on a
Ups1l3 + U1 A=A = Ax A" = A (upls + vy A) = up A + v A2,
Or par la question 2| A2 = A + 2I5. Donc

Unt113 + Upp1A = up A + v A + 2u, 13 = (up +v,) A+ 20,13

Donc
Un+1 0 0 Un+1 —Un+1 —Un+l
0 Un+1 0 + | —Unt1  Un+ti —Un+1
0 0  uUpg1 —Un41 —Untl  Uptl
Uy, + Up, — (up +vn) — (up +vp) 20, O 0
= — (up + vp) Uy, + Uy, —(up +vn) | + 0 2v, O
— (up +vn) — (up +vy) Uy, + U, 0 0 2,
Up+1 + Untl —Un+1 —Un+1 Up, + vy - (un + Un) - (un + Un)
& —Unt1 Un+1 + Vnt1 —Upt1 = —(up+vn) up+3v, —(up+uvy)
—Un+1 —Un+1 Un+1 + Unt1 - (un + 'Un) - (un + Un) Up + Uy

Par unicité des coefficients d’une matrice, on en déduit que

Upt1 + Upt1 = Up + 30, o Upt1 + Upt1 = Up + 30,
—Up41 = — (un + Un) Un4+1 = Un + v
N Upt1 = Up + 3Up — Upg1 = Up + 30p — Up — Uy = 20,
Un41 = Up + Up
Conclusion,
Up+1 = 2V
Vn €N, nt "
Un41 = Up + Up

16. Soit n € N. Par la question précédente,

Unt2 = Upt1 + Unt1l = 20 + Upg.

Conclusion,

vn € N, Un42 = Unt1 + 20n.

17. On note r1 et ro les deux racines de P. On a vu précédemment que ses deux racines sont —1 et 2 donc
r = —1 et ro = 2 par exemple. Pour n = 0, on a A° = I3 donc ug = 1 et vg = 0. Pour n = 1, on a
Al = A donc u; = 0 et v; = 1. Donc on chercher (), u) € R? tel que

A=)+ 20 =A4+p=v9=0 A+p =0
( )1+M1 +1 = o - +u Loy Lo+ Iy
A=) +p2t == A2u=v; =1 3u=1
A=—pu=-1
- 1t /3
pw=1/3
Posons donc on 1
Vn e N Z(n) « vy = _:g_) »
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Procédons par une récurrence double.

Initialisation. Sin =0, on a

Donc £(0) est vraie.

Sin=1,ona

1=u.
3 3 v
Donc (1) est vraie.
U _ 2"17(71)71/
Hérédité. Soit n € N. Supposons Z(n) et Z(n + 1) vraies i.e. { " 27§+1_(_1)n+1 . Alors, par la
Unil = =3
question précédente,
Unt2 = Ung1 + 20,
2n+1_ -1 n+1 n__ (_1\"
_ oyt (-
3
22 — (=1 +2)(=1)"
B 3
22 (1)
- 3
2n+2 _ (_1>’I’L+2
- 3
Donc & (n + 2) est vraie.
Conclusion, pour tout n € N, &(n) est vraie :
2" — (=1)"
men, g 2O

18. Soit n € N. Par les questions précédentes,

ontl _(_yntl on _(_yn 9n o (_1)"
Un = Un+1 — Un = é ) - é ) = 3( )

Donc
2" 4+ 2 (—1)”
3

Conclusion, | on retrouve bien le résultat de la question ‘

2n _ (—1)"

A" = upls +v,A = I3 + A.

Partie 5 : Un ensemble de matrices

On considére I’ensemble des matrices dont le total de chaque ligne constant :

3
F= {B: (bij)1<ijes € 3 (R) | 3N € R, Vi € [1;3], > biy = )\}.
j=1

19. On sait que I3 =

O O =
S = O

0
0| = (b¢7j)1<ij<3. Donc dans ce cas, pour ¢ = 1,
1

3
D bij=1+0+0=1
j=1

/o1



; ! Mathématiques PTSI, DS5 Cor Samedi 14 janvier 2023

Puis si i = 2,
3
b@j:()—l-l—l—():l.

B
—_

Et pour ¢ = 3,

w

me':()—i-o—}—l:l.
j=1

Conclusion, avec A = 1, on a bien

Yijay=1-1-1=-1
Y jag;=-1+1-1=-1
Y3 jaz;=—-1-1+1=-1

20. On prend A = (ai;j),; j3 € A3 (R) et B = (bij),; ;<3 € #3(R) deux matrices quelconques de

A3 (R). On note C' = AB = (¢; ;)

Pour A = (ai,j)1<i,j<3v on a

Conclusion,

1<i,j<3°

(a) Soit (i, ) € [1;3]?, par la formule du produit matriciel,

3
Cij =Y kb
k=1

(b) Supposons A € F et B € F. Montrons que C = AB € F. Soit i € [1;3]. On a par la question
précédente,

3 3 3
> cig =2, ) kb
j=1 j=1k=1

On intervertit les deux sommes (la somme double est rectangulaire) :

3

3 3 3
Z Cij = Z Z a; )br; =
j=1 k=1j=1

3
a; Z b ;-
1 =1

Puisque B € F, il existe A € R tel que Vk € [1; 3], Z?Zl br,; = A. Donc pour tout ¢ € [1; 3],

3 3 3
ZC,’J = Zai,k \))/ = )\Zai,k.
7=1 k=1 k=1

indépendant de k
De méme A € F donc il existe u € R tel que pour tout i € [1;3], Y3_; a; = pt. Donc
3
Vi € [1;3], > iy =Ap.
j=1

Ceci étant vrai pour tout i € [1;3], on en déduit que C' € F. Conclusion,

(AcF ET BEF) =  (ABcF).|

021
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Probleme II - Analyse asymptotique

L’objectif du probleme est d’établir de différentes fagons le développement limité de la fonction ¢ = argsh
la réciproque de la fonction sh sur R.
Partie 1 : Echauffement

1. Par le cours, on a

2 3 4 5
x T T x
T _ 1 e e i el 5 )
of s ltrto 4 +24+120+0(m)
Posons © = —x — 0. Donc
x—0
2 3 4 5
. T T T 5
- 1 S S
Sl Tty Tt T o @)

—x .’I,'3 $5

R — J— — 5
Sh(x) J::>O 2 a:—)[)x_‘_ 6 * 120+0(l‘ )

3. La fonction sh posséde un développement limité a I'ordre 5 en 0 et ch est une primitive de sh sur R
(voisinage de 0). Donc par le théoréme de primitivation des développements limités, on a

hr) = () + 51 Ty ()
) o€ 2 Tax6  6x120 O\
OrﬁfzoﬂLO(fE(j) 1300(:1:5) et ch(0) = 1. Donc

2 4

x®
Ch(x)xiol+?+ﬂ+0(:n5).

Partie 2 : Construction et propriétés de ¢

4. On sait que la fonction sh est continue sur R et strictement croissante sur R. Donc par le théoréme
de la bijection sh définit une bijection de R dans |lim,_,_ o sh(z);limy_ 1 sh(z)[ = R. Conclusion,

la fonction sh définit une bijection de R dans R. ‘

Sa réciproque est notamment continue sur R et strictement croissante sur R.
On note dans toute la suite ¢ : R — R la réciproque de la fonction sh.
5. Soit y € R. Posons x = ¢(y). On a

sh(—z) =sh (= ¢(y)) = —sh (¢(y))

car la fonction sh est impaire. Or sh oy = Idg. Donc

‘sh (—x) = —y. ‘

Donc en composant par ¢ :
p(sh(=2)) =¢(-y).

Or on a aussi ¢ osh = Idg donc

—r =9 (~y) A —p(y) = (—-y) par définition de x.
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Donc

e (—y) = — )|

L’ensemble R est centré en 0 et pour tout y € R, ¢ (—y) = — ¢(y). Conclusion,

‘la fonction ¢ est impaire. ‘

6. On a

e sh est dérivable sur R,
e sh est strictement croissante sur R,
o Vz € R, sh’(z) = ch(z) > 0. Donc Vz € R, sh’(z) # 0.

Donc par le théoreme de la dérivée de la réciproque, on en déduit que ¢ est dérivable sur sh (R) =R
et de plus,

VyeR, ¢y = =

Conclusion, | ¢ est dérivable sur R ‘ et

1

Vy € R, 90/(3/):0}10780(1/)'

7. Posons pour tout k € N, 2(k) : « ¢ est €% sur R ». Procédons par récurrence.

Initialisation. Si k = 0. Alors, par la question précédente, ¢ est dérivable sur R donc notamment
continue sur R. Donc ¢ est ¥ sur R et donc Z(0) est vraie.

Hérédité. Soit k € N. Supposons (k) vraie. Alors ¢ est €% sur R. De plus, ch est aussi €% sur

R donc choy est €% sur R. De plus pour tout # € R, ch(z) # 0. Donc Chlow est €F sur R. Par la

question précédente, on en déduit que ¢’ est €% sur R donc ¢ est €%t sur R i.e. 2(k + 1) est vraie.

Conclusion, pour tout k € R, Z(k) est vraie :

Vk € N, @ est €% sur R.

8. Par la question précédente, pour k = 5, on en déduit que ¢ est €° sur R (voisinage de 0). Donc par
la formule de Taylor-Young, on en déduit que

© admet un développement limité a ’ordre 5 en 0. ‘

9. Par la question précédente, il existe (ag, a1, az,as, a4, as) € RS tel que
5
o) =, k;)akyk +o(y°).
Or d’apres la question [5.| ¢ est impaire. Donc

a0:a2:a4:0.

Conclusion, on a bien

(%) Ply) =, @y + asy® + asy® + o (v°).

11/21
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Partie 3 : Méthode 1
10. On a vu que

Par suite,

rf>0$2 +% +0(:1c5)
+5 fo(e?)
+o0 (2°)

=75 ().

x—0

Puis, de méme

5 o)
x

& to(a?)
+o (2°)

Encore,

Enfin, puisque sh(z) 2, Toonen déduit que sh(x)? o 25 i.e. sh(z) o 2° + o0 (¢°). Conclusion,

4

T
sh?(x) =, z? 4 5 to (z°)

11. Par (), on sait que

v (u) o v + agu® + agu® + o (u5) .

Posons u(x) = sh(x) ST "%: + % + 0 (2°) - 0. De plus, par la question précédente,

o u(x) :0x+%+%+o(az5).

z—
o Et,
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o Aussi,
u(z)’ =, z° + o (z°)
o Enfin,
0 (u(m)5) 0O (:c5 +o ($5)) =0 (m5)
Donc
posh(z) = ¢ (u(x)) =, au(x) +azu(z)’ + asu(z)’ + o (u(2)°)
=, +tay +ardy +o(29)
+agz? +a3%5 +o0 (2°)
+asz® o (z°)
+o (z°)
o0t (s )2 (ot % ) o (2).
Conclusion,

_ ary .3 ( a3 ﬂ) 5 5
gposh(x)xﬁoalx—}—(ag%— 6):6 + (a5 + 5 —|—120 T +0(3:).

12. On a Vz € R, posh(z) = z. Donc par la question précédente,

“u 43 L ALY 5 5y — p = 5
a1x+(a3+ 6)+(a5+ 5 +120>$ to(2’) = @ = z+o(z”).

Par unicité d’'un développement limité, on en déduit que

CLl:l a1:1
s+ = & qa=—f=
S S5 B —_e _ & 1 1 _ 9 _ 3
a5 T35 T 120 = 5 = —7% — 120 — 12 120 — 120 _ 40
. 1 3
Conclusion, , as = ~5 et |as = 0 et donc
3 5
T 3T 5
=R A

Partie 4 : Méthode 2

On reprend (%) en considérant & nouveau les coefficients aj, a3 et as & déterminer.

13. Puisque sh(0) = 0, on en déduit que ¢ osh(0) = ¢(0). Or posh = Idg donc 0 = ¢(0). Puis, par la

question [6/]
1 1

#O = Fo) " @ -

Ainsi,

Donc par la formule de Taylor-Young,

o) = ¢(0)+ ¢'(0)x + o () =, r+o (7).

z—0 T—s
D’autre part, par (%)

_ 3 5 5
o(x) =, @T + a3’ + a5z’ + 0 (z).

13/21]
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14.

15.

Donc
o(x) = a1z + o (x) & z+o(z) = a1z +o(z).

T— x

Donc par unicité du développement limité, on en déduit que

On a vu précédemment que ¢ est €° sur R donc ¢’ existe et est méme €4 sur R. Donc par le théoréme
de Taylor-Young, on en déduit que

‘ ¢’ admet un développement limité & 1’ordre 4 en 0. ‘

Autrement dit, il existe (b, b1, ba, b3, by) € R* tel que

o' (x) =, bo + b1z + baz? + b3z + byt + o (m4) )

T—

De plus, ¢ est une primitive de ¢ sur R. Donc par le théoreme de primitivation des développements
limités, on a
22 3 2 25 5
o(r) 0 ©(0) + box + 51? + 523 + bgz + 643 +o0 (ac ) .
Or par (%) et la question précédente,
_ 3 5 5
o(x) =, T+ a3z’ +asw + o0 (z°).

Donc par unicité du développement limité, on en déduit que

0) =0 ok
f() bo =1
0:

by =b3=0
by =0b3=0 =
bo 52:36L3
3 = a3
by b4:5a5
ERR:

Conclusion,

©'(x) = + 3aza”® + basa* + o (¢*)

On sait que
_ 3 5 5\ _ 3 4
w(y)y;09+asy + asy +0(y)y:0y+a3y —|—o(y).

Donc

e (y +asy® + o (y*)) (v + asy® + o (y*))
yiO y?  +asyt 4o (
+agy?  +o (y*)
+o (y')

=, y? + 2a3y* + o (y*) .

)
yh)
y
y

Yy
De méme

P = (y+asy’+o(y')) (v +2asy +o(y") = v +o(yh).

y:>0 y—0

©(y)

14/21
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Enfin, puisque ¢(y) ~ y, on en déduit que p(y)* ~ y*ie py)* = y* +o (y4). Conclusion,
y—0 y—0 y—0

2 2 4 4
= %+ 2a3y* +
v(y) oY T 2asy o(y*)

ely)’ = v +oy)

Lo ytro(yh).

W) 5,

16. On sait que
2 4

ch(u) 201+u—+u—+0(u4).

2 24
— 3 4
e(y) v + azy® + o (y*) ﬁ) 0. Alors,

u—

P —
osons u(y) So

o u(y) So¥ + asy® + o (y*).

e Puis par la question précédente,

u(y) ,

e De méme

y:>0
e Enfin,
o (u(y)) iy (y4 +o (y4)) =0 (y4)
Alinsi,
- 14 uw? | uly) 4
chop(y) Y0 + 55+ 5 +o(u)?)
ottt +azy® +o (v
4
oo Fo(y
+o (y4
1+ % + (as+59) vy +o(
Donc

= v +2a3y" +o(y").

cho(y) ¥=0 1+ L 4 (a3 + &) y! + o ()

Or =, 1 —u+u®+ o (u?). Posons u(y) = % + (a3 + 2714) i+ o (1) m 0. Dés lors,

Hu y—
_ ¥ 1,4 4
. u(y>y;0%+(a3+ﬂ)y +0(y).
. . ~ [Tad s 1o 2 yt .
Puis comme u(y) o Toonen déduit que u(y) o T Le
2 ! 4
u(y) V50 4 +o(y")

o Enfin,
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Par suite,
1 2 2
= 1—-u(y)+u +o(u
PR () +u(y)? + o (u(y)?)
Sl —les gyt Ho(vh)
+i +o(y?)
+o (y4)
Salm Rt o)
Conclusion,
L <5_ > " 1
chop(y) y—0 2 + 24— *3)Y +0(y)

17. Par la question on a ¢'(y) = 1 + 3asy® + Sasy* + o (y4) et par la question précédente, on a

Y—>
1 _ 5 4 4 . _ 1
oo 450 1-% 4+ (ﬂ — ag) y* 4o (y ) Or par la questlonVy eR, ¢(y) = T o) Donc

2
5
1 2 4 4y _ 1_1/7 (_ ) 4 4y
+ 3agy® + basy +0(y)y_>0 5 + o1 @)Y +0(y)
Par unicité du développement limité, on en déduit que
{3@3:—% o {ag —é
_ 5 _1¢(5 ,1y_1,9 _1,3_3
bas = g5 —as a;=35(3+5)=5%=5%5=10-
Conclusi t 1 t 5 t
nclusion, on retr = —— = —
onclusion, on retrouve |ag slet|as=1e
3 5
Y3y 5
o) =¥+ 30 oW

Partie 5 : Méthode 3

On donne pour la suite

Yy € R, go(y):ln(y—F\/I—FyQ).

18. On sait que v1+u = 1+ 5+ (1/2)(2_1/2) u? + (1/2)(_1é2)(_3/2)u3 +o0 (u3) Posons u(y) = > — 0.

y—0
Alors,
2 4 6 2 4
Yy Yy Y 6 Y Y 5
Vit =1+L L Y —1+L L .
T St T e o) Sty g el)
Par suite,
2
y+VI+y = 1+y+ L - to(y)
y
— S VA Vi 4 — 2y 5
Orln(l—l—u)uzou—%—i—%—%%—o(u).Posonsu(y)yzoy—i—%—%—i—o(y)ij.Alors,
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e Puis,

<
Al
o

<
4
o
Do
+
N"@w N"@w

e Poursuivons,

e Aussi,

o Comme u(y) ~, Ys onen déduit que u(y) ~, y° ie. u(y)®
Yy—

y— y—0

o Enfin,

o(u(y)’) =0 +o(y))

Ainsi,

_|_

_|_
o[ T [T0o[ %

_I_

3 5
oV E o)

Incroyable !'! On retrouve bien le résultat précédent,

3 35

17/21
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Partie 6 : Applications

19.

20.

21.

Par la question précédente,
y* | 3y 5
oly) = y—G + g o)

De plus, on sait que ¢ est €° en 0 donc par le théoréeme de Taylor-Young, on a
5 k)
'™ (0)
ply) = v o (y°).

=0 !
o0k

Donc par unicité du développement limité, on a notamment

3 o®(0)
40 5!

3
s o) = 10 < 120=09.

Conclusion,

0 (0) = 9.

Soit f : z + e¢?®). On a pour tout z € R,

f(m) _ eln(w+\/1+x2) —r 41+ 22

Donc pour tout z > 0,

1 1
f(x)_x—i-\/a?m—x%-xm car z > 0.

Or v1+u :01—1—%—1—0(1&).Doncenposantu:% — 0,ona
u—

T—+00

1 1
f@ﬁ;hx+$<L*zﬁ+o(ﬁ>>
-o(3)
= 2x+ —+ol-
x—0 2x xX

Donc,

‘ f admet une asymptote en +oo d’équation y = 2x.

De plus, on a
1 1 1
f(z) o z—0 21 to <x) z—0 2x
Or pour tout = > 0, ﬁ > 0 et deux équivalents ont méme signe au voisinage considéré. Donc au
voisinage de +o00, f(x) — 2z > 0. Conclusion,

‘(gf se trouve au-dessus de son asymptote au voisinage de +oc0.

arctan(p(z))—arctan(sin(x)
z(p(x)?—2 cos(z)+2)

Soit g : = +— ). Cherchons un équivalent du numérateur et un équivalent du

dénominateur.

Pour le numérateur, on sait que

3 3a° 5
(®) 50~ 7§+ a0 To@)
De plus,
tan(u) = —£+£+(ﬂ
arctan(u) = 3 ; tolu
— — .z 335 5
Posons u(x) = () ST g o () - 0. Alors,
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e Puis,

Résultat cohérent avec la question [15]

e De méme,

o Puisque u(z) 7, Toonen déduit que u(x) ~

o Enfin,

Par suite,

D’autre part,

Posons cette fois u(x)

s ule) 5,7

o Puis,

5
T
m"FO

+o ($5)

+o ()
+o (29)

= 3:2—%4-0(:1:5).

xEO

>~ zdie u(x)d
xr
o(u(@)’) = o +0(2%) = o(2")
= ul@) = 15 o (u(e)?)
3
3630 _%3 +34? ¢ (x5)
L
5
+5  +o(2%)
+o (%)
R
m%0$—§+%x5+o(:p5).
. ? z° 5
sin(x) xaom_€+ﬁo+0<x )
%3 + %50 +o0 (:135) m 0. Alors, de méme,
(z°).
. (m—?—i-%—&-o(ﬂfg’)) (37—%3"‘ 15620"'0(%5))
2 ()
ol
+o (%)
2% — 2 + o (25).
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o Aussi,
u(x)? 20 (x - %3 + 1:0250 +o (375)) (9”2 - %4 +o (9”5))
o 3 —%5 +o (x5)
—2 4o (aP)
+o (335)
ij 3—%%—0(%5).
. £ 1.1 5 5 5 _ .5 5
o Puisque u(z) %, Loonen déduit que u(x) L e u(z) ST to (z°).
o Enfin,
o (u(z)") =0 (z° + o (2°)) =0 (z°).

On peut noter que comparativement au développement de arctan (¢(x)), seul le u(x) change finalement
tandis que le u(z)® et u(z)® sont identiques (la différence étant absorbée par le o (z°)).

Des lors,

arctan (sin(z)) = u(z)— %I)S U2, (u(z)?)

wl ol

)

- )
5 to(e?)
+o0 (335)

23 1420424 .5 5
= r— %5 + =2 +ol(z
20 2 120 ( )

a3 45 5 5
= r— 5 + 552° tol(z”).
250 2 120 ( )

Ainsi,

, 3 B3 5 3 45 5
arctan (¢(x)) — arctan (sin(x)) vt il + 120" +o(2°) — (2 — > + 120" + o (z°)

8P

xiO 120

5
_ 5
:L‘:>0 15 +0($ )

+o (a:5)

Donc

5

arctan (¢(x)) — arctan (sin(x)) ~ 18
T—

Pour le dénominateur, on a déja vu que

Donc
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Donc 7
2 o9 . 4
o(z)” 4+ 2cos(x) — 2 o "9g%
Donc 7
2 _oy o _ 5
z (p(x)? +2cos(z) — 2) o T
Par quotient,
1:5
= 24 8 8
~ 15 = — = — = ——.
mman—%x5 Tx15  Tx5 35

Or deux équivalents ont la méme limite, conclusion, apres ce petit calcul, on trouve :

. 8
lim 9(w) = —35-

Probleme III - Ensembles et applications

Soit F un ensemble, A € & (E) un sous-ensemble de E et f 'application suivante :

. P(E) = 2Z(E)
I F — f(F)=FUA.

1. On suppose que A = (). Alors pour tout F € & (FE), on a
F(F)=FUA=FU)=F.
Donc f =Idg. Ainsi f est bijective et f~! = f = Idg : en effet
VF e Z(F), fof(F)=f(F)=F.

Conclusion,

Si A=0, f =1dg est bijective et f~1 = f =1dp.

2. On suppose que A # (). Alors, on note x4 € A un élément fixé de A.
(a) Soient F} = {za} et F, =0.Ona
f(F1))=FiUA={za}UA.
Or x4 € Adonc {za} C A et par suite {x4} UA = A. D’autre part,
f(B)=FRUA=0UA=A.

Donc f (F1) = f (F2). Supposons f injective. Alors, on en déduit que Fy = Fy i.e. {4} =0 ce
qui est impossible. Conclusion,

‘f n’est pas injective. ‘

(b) Posons F3 = E \ {z4}. Procédons par 'absurde, supposons que f est surjective. Puisque Fj €
P (F) alors il existe Fy € & (F) tel que

ngf(F4):F4UA.

En particulier, A C F; UA = F3. Or x4 € A donc x4 € F3 = E\ {4} ce qui est impossible.
Conclusion,

‘f n’est pas sujective.‘
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